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109 年特種考試地方政府公務人員考試試題 
等 別：三等考試  
類 科：電力工程、電子工程  
科 目：工程數學 
 
甲、申論題部分：(50 分) 

一、假設 X 和 Y 為兩個獨立(independent)的隨機變數(random variables)，且 X 和 Y 之平均值(mean)
均為零，變異數(variance)為σ2 的高斯分布(Gaussian distribution)。隨機變數 X 和 Y 的聯合機

率密度函數(joint pdf)為： 𝑓௑௒ሺ𝑥,𝑦ሻ = 12𝜋𝜎ଶ 𝑒𝑥𝑝 ቈ– 𝑥ଶ + 𝑦ଶ2𝜎ଶ ቉，–∞ < 𝑥,𝑦 < ∞ 

定義兩個新的隨機變數 R 及Θ如下：假設𝑅 = √𝑋ଶ + 𝑌ଶ及Θ = tanିଵ(𝑌/𝑋)， 
使得 X = RcosΘ，且 Y = RsinΘ。 

請證明隨機變數 R 的機率密度函數為 fR(r) = ௥ఙమexpቂ– ௥మଶఙమቃ，0 ≦ r < ∞。(6 分) 

【解題關鍵】 
《考題難易》★★：簡單 
《解題關鍵》聯合機率函數的變數轉換，利用 Jacobin 
【擬答】 ൜𝑥 = 𝑟 cos 𝜃𝑦 = 𝑟 sin𝜃  
⇒ 𝐽 = ∂(x,y)∂(r,θ) = ቮ∂x∂r ∂x∂θ∂y∂r డ௬డఏቮ = ቚcos𝜃 – 𝑟 sin𝜃sin𝜃 𝑟 cos𝜃 ቚ = 𝑟 
⇒ 𝑓ோ,ఏ(𝑟,𝜃) = ଵଶగఙమ 𝑒–ೝమ഑మ × 𝑟 = ௥ଶగఙమ 𝑒ି ೝమమ഑మ，0 ≤ r < ∞，0 ≤ θ < 2π 
⇒ 𝑓ோ(𝑟) = ׬ ௥ଶగఙమ 𝑒ି ೝమమ഑మ𝑑𝜃 = ௥ଶగఙమ 𝑒ି ೝమమ഑మ𝜃 ቚ𝜃 = 2𝜋𝜃 = 0ଶగ଴ = ௥ఙమ 𝑒ି ೝమమ഑మ，0 ≤ 𝑟 < ∞ 

 

二、假設 z 為一複數，求所有的 z 使得 cosz = √2。(4 分) 

假設 z 為一複數，計算∮ ଶ௭యା௭మାସ௭రାସ௭మ 𝑑𝑧௖ ，其中積分路徑 C 為圓|𝑧 − 2|= 4 之順時針(clockwise)

方向圓周(circle)。(4 分) 
【解題關鍵】 
《考題難易》★：非常簡單 
《解題關鍵》複變函數，基本題 
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【擬答】 

cos 𝑧 = √2 ⇒ ௘𝒾೥ା௘ష𝒾೥ଶ = √2 ⇒ 𝑒𝒾௭ + 𝑒ି𝒾௭ = 2√2 ⇒ (𝑒𝒾௭)ଶ − 2√2𝑒𝒾௭ + 1 = 0 ⇒ 𝑒𝒾௭ = √2 ± 1 ⇒ 𝒾(z − 2Kπ) = ℓ௡(√2 ± 1) ⇒ 𝑧 = 2𝐾𝜋 + ℓ೙(√ଶ±ଵ)𝒾 = 2𝐾𝜋 − 𝒾ℓ௡൫√2 ± 1൯，K ∈ Z 
𝑧ସ + 4𝑧ଶ = 0 ⇒ 𝑧ଶ(𝑧ଶ + 4) = 0 ⇒ z=0 為二階極點，𝑧 = ±2 ∧ሶ為單極點，且均在 C 內 

令 𝑓(𝑧) = ଶ௭యା௭మାସ௭మ(௭మାସ)  

 Res௭ୀ଴ሼ𝑓(𝑧)ሽ = ଵ(ଶିଵ)! ℓim௭⟶଴ ௗௗ௭ ቂ𝑧ଶ ଶ௭యା௭మାସ௭మ(௭మାସ) ቃ = 0 

 Res௭ୀଶ𝒾ሼ𝑓(𝑧)ሽ = ℓim௭⟶ଶ𝒾(𝑧 − 2𝒾) ଶ௭యା௭మାସ௭మ(௭మାସ) = 1 

 Res௭ୀିଶ𝒾ሼ𝑓(𝑧)ሽ = ℓim௭⟶ିଶ𝒾(𝑧 + 2𝒾) ଶ௭యା௭మାସ௭మ(௭మାସ) = 1 

ර 2𝑧ଷ + 𝑧ଶ + 4𝑧ସ + 4𝑧ଶ 𝑑𝑧 = −2𝜋𝒾[0 + 1 + 1] = −4𝜋𝒾஼  
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三、已知一 RC 電路系統可由微分方程式(differential equation) ௗௗ௧y(t)+5y(t)=5x(t)表示， 

 其中 x(t)為輸入，且 y(t)為輸出。 
 假設 x(t) = (3/5)𝑒ିଶ௧u(t)，且初始條件(initial condition)y(0–) = –2，求 y(t)。 
已知一訊號 x(t)的單邊拉普拉斯轉換(unilateral Laplace transform)為： 𝑋(𝑠) = 𝑒ିଶ௦ 2𝑠ଶ + 1𝑠(𝑠 + 2)ଶ 
 請求該訊號 x(t)的初值(initial value)及終值(final value)。(8 分) 

【解題關鍵】 
《考題難易》★：非常簡單 
《解題關鍵》拉卜拉斯轉換、解微分方程式，基本題 
【擬答】 

 𝑦ᇱ + 5𝑦 = ଷହ 𝑒ିଶ௧𝑢(𝑡) 
ℒ ሼ𝑦ᇱሽ +ℒ ሼ5𝑦ሽ =ℒ ቄଷହ 𝑒ିଶ௧𝑢(𝑡)ቅ 
⇒ 𝑆𝑌(𝑠) − 𝑦(0) + 5𝑌(𝑠) = ଷହ × ଵ௦ାଶ ⇒ 𝑆𝑌(𝑠) + 2 + 5𝑌(𝑠) = ଷହ(௦ାଶ) ⇒ 𝑌(𝑠)(𝑠 + 5) = ଷହ(௦ାଶ) − 2 = ିଵ଴௦ିଵ଻ହ(௦ାଶ)  
⇒ 𝑌(𝑠) = ିଶ௦ିభళఱ(௦ାଶ)(௦ାହ) = భఱ௦ାଶ + ିభభఱ௦ାହ 
⇒ 𝑦(𝑡) = ℒିଵሼ𝑌(𝑠)ሽ = ଵହ 𝑒ିଶ௧ − ଵଵହ 𝑒ିହ௧ 
 
𝑋(0) = ℓ𝑖𝑚௦→ஶ𝑆𝑋(𝑠) = ℓ𝑖𝑚௦→ஶ𝑆 ௘షమೞ൫ଶ௦మାଵ൯௦(௦ାଶ)మ  

= ℓ𝑖𝑚௦→ஶ 𝑒ିଶ௦(2𝑠ଶ + 1)(𝑠 + 2)ଶ = 0 

𝑋(∞) = ℓ𝑖𝑚௦→଴ 𝑆𝑋(𝑠) = ℓ𝑖𝑚௦→଴ 𝑆 ௘షమೞ൫ଶ௦మାଵ൯௦(௦ାଶ)మ  

= ℓ𝑖𝑚௦→଴ 𝑒ିଶ௦(2𝑠ଶ + 1)(𝑠 + 2)ଶ = 14 
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四、求 k 使得 Ax = b，其中 ；(7 分) 

 如小題，求矩陣 A 的行列式值(determinant)。(3 分) 

請求以下線性系統的解， 其中 x1(0) = 1，x2(0) = 0 及 x3(0) = 1/2。(10 分) 

【解題關鍵】 
《考題難易》★★：簡單 
《解題關鍵》矩陣與行列式及利用拉卜拉斯解聯立微分方程組，須小心計算。 
【擬答】 
 
𝐴𝑋 = 𝑏 ⇒ ൦1 2 3 13 2 1 42 6 10 31 1 1 1൪ ൦

𝑥ଵ𝑥ଶ𝑥ଷ𝑥ସ൪ = ൦366𝑘൪  
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增廣矩陣቎1 23 2 3 11 42 61 1 10 31 1ቮ
366𝑘቏ 

 

௥భమ(షయ)௥భయ(షమ)௥భర(షభ)ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ  ቎1 20 −4 3 1−8 10 20 −1 4 1−2 0ቮ
3−30𝑘 − 3቏  

 
௥మయ(భమ)௥మర(షభర)ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ  ⎣⎢⎢

⎢⎡1 20 −4 3 1−8 10 00 0 0 ଷଶ0 −ଵସ
ተተ

3−3−ଷଶ𝑘 − ଽସ⎦⎥⎥
⎥⎤
  ⇒Ｋ − ଽସ = ଵସ ⇒Ｋ = ହଶ 

det(𝐴) = 0 
 
 
ቐ𝑥ଵᇱ = 2𝑥ଵ − 2𝑥ଶ + 3𝑥ଷ𝑥ଶᇱ = 𝑥ଵ + 𝑥ଶ + 𝑥ଷ𝑥ଷᇱ = 𝑥ଵ + 3𝑥ଶ − 𝑥ଷ  

⇒ ቐℒሼ𝑥ଵᇱ ሽ = ℒሼ2𝑥ଵ − 2𝑥ଶ + 3𝑥ଷሽℒሼ𝑥ଶᇱ ሽ = ℒሼ𝑥ଵ + 𝑥ଶ + 𝑥ଷሽℒሼ𝑥ଷᇱ ሽ = ℒሼ𝑥ଵ + 3𝑥ଶ − 𝑥ଷሽ  

⇒ ቐsxଵ(s) − 1 = 2xଵ(s) − 2xଶ(s) + 3xଷ(s)sxଶ(s) − 0 = xଵ(s) + xଶ(s) + xଷ(s)sxଷ(s) − ଵଶ = xଵ(s) + 3xଶ(s) − xଷ(s)   

⇒ ቐ(s − 2)xଵ(s) + 2xଶ(s) − 3xଷ(s) = 1(s − 1)xଵ(s) − xଶ(s) − xଷ(s) = 0(s − 1)xଵ(s) − 3xଶ(s) + xଷ(s) = ଵଶ   

解聯立得 

⎩⎪⎨
⎪⎧𝑥ଵ(𝑠) = భయర௦ିଷ𝑥ଶ(𝑠) = ଷଶ + భయర௦ିଷ𝑥ଷ(𝑠) = ଻ସ + భయర௦ିଷ

  

⇒
⎩⎪⎨
⎪⎧𝑥ଵ(𝑡) = ℒିଵሼ𝑥ଵ(𝑠)ሽ = 134 𝑒ଷ௧𝑥ଶ(𝑡) = ℒିଵሼ𝑥ଶ(𝑠)ሽ = 32𝑠 + 134 𝑒ଷ௧𝑥ଷ(𝑡) = ℒିଵሼ𝑥ଷ(𝑠)ሽ = 74𝑠 + 134 𝑒ଷ௧ 

 
  



公職王歷屆試題  （109 地方特考） 

共8頁 第6頁       全國最大公教職網站 https://www.public.com.tw 

 
 

乙、測驗題部分：(50 分) 
 
 

 
 對稱矩陣𝐴 = ൭1 0 20 0 02 0 4൱，其對角化矩陣(diagonal matrix)𝐷 = 𝑃𝐴𝑃ିଵ，其中 P 是正交矩

陣，求 D =？ 

൭0 0 00 0 00 0 5൱ ൭1 0 00 0 00 0 5൱ ൭0 0 00 2 00 0 5൱ ൭1 0 00 2 00 0 5൱ 

  矩陣 A 和 B，令𝑑𝑒𝑡𝐴 = 6和𝑑𝑒𝑡𝐵 = 2，求𝑑𝑒𝑡𝐴𝐵ିଵ = ？ 
 12  6  3  0 

 
 

 

 設 a 為常數向量(constant vector)，𝑟 = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑧𝑘，∇= డడ௫ 𝑖 + డడ௬ 𝑗 + డడ௭ 𝑘，下列何者錯

誤？ 
∇ ∙ r = 3 ∇ ∙ (a×r) = 0 ∇ ×r = 0  ∇ × (a×r) = a 

 
 

 
 求׬ 2𝑥𝑦𝑑𝑥 + 𝑥ଶ𝑑𝑦 = ？

(ଶ,ସ)(ଵ,ଵ)  

 10  15  20  25 
 
 

 
 矩陣𝐴 = ቀ1 00 −1ቁ，求𝑒஺௧ = ？ 

ቀ2𝑒௧ 00 𝑒ି௧ቁ ቀ𝑒௧ 00 2𝑒ି௧ቁ ቀ𝑒௧ 00 𝑒ି௧ቁ ቀ2𝑒௧ 00 2𝑒ି௧ቁ 
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  下列矩陣何者的秩（rank）等於 2。 

ቀ2 −20 0 ቁ ቆଵ ିଶଷ ି଺଻ ିଵସ ହ ቇ ቀ3 16 2 2 04 0ቁ ቌ 2 1 36 3 9−1 −ଵଶ − ଷଶቍ 

  下列那一個是適合的積分因子(integrating factor)，乘上它以後，將使微分方程式 
(x+ y )dx+xln( x )dy= 0 變成正合(exact)？ 

 x  3  
ଵ௫  

ଵ௫మ 
  微分方程式𝑦ᇱᇱ − 6𝑦ᇱ + 9𝑦 = 𝑡ଶ𝑒ଷ௧，其中𝑦(0) = 2,𝑦ᇱ(0) = 6。以拉普拉斯轉換(Laplace 

transform)求解後得到𝑌(𝑠) = ଶ(௦ି௖)೏ାଶ(௦ି௔)್ ，則下列何者錯誤？ 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 15 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 𝑑 = 7  
𝑎 − 𝑏 − 𝑐 + 𝑑 = −1 −𝑎 + 𝑏 − 𝑐 + 𝑑 = −3 

  設𝑓(𝑥) = 𝑎଴ + ∑ (𝑎௡ cos𝑛𝑥 + 𝑏௡ sin𝑛𝑥)ஶ௡ୀଵ  為函數𝑓(𝑥) = 𝑥ଷ，−𝜋 < 𝑥 < 𝜋之傅立葉級

數(Fourier series)，其中 a0, an, bn為常數，下列何者正確？ 
𝑎଴ + 𝑏௡ ≠ 0  𝑎଴ + 𝑎௡ ≠ 0 𝑎଴ ∙ 𝑏௡ ≠ 0 𝑎଴ ≠ 0 

  設𝑦 = 𝑐ଵ𝑒௫ + 𝑐ଶ𝑒ିଶ௫ + 𝑐ଷ𝑥𝑒ିଶ௫為微分方程𝑦ᇱᇱᇱ + 𝑎𝑦ᇱᇱ + 𝑏𝑦ᇱ + 𝑐𝑦 = 0的通解(general  
solution)，其中 a, b, c, c1, c2, c3 為常數，下列何者正確？ 
𝑎 = −1 𝑏 = −1 𝑐 = −1 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = −1 

 
 

 
 求積分方程𝑓(𝑡) = cos 𝑡 + ׬ 𝑒ିఛ𝑓(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏௧଴ 的解。 

1 − sin 𝑡 1 + sin 𝑡 cos 𝑡 − sin 𝑡 cos 𝑡 + sin 𝑡 
 
 

 
 令連續隨機函數X具有機率密度函數𝑓(𝑥) = ൜𝑘𝑥ଶ, 0 ≤ 𝑥 ≤ 10, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒 ，求其變異數(variance)𝜎ଶ。

(其中 k 為常數) 


ଵସ଴ 

ଷସ଴ 
ଵ଼଴ 

ଷ଼଴ 
 
 

 
 令連續二維隨機變數X和Y具有機率密度函數𝑓(𝑥,𝑦) = ቊ𝑘𝑥𝑦, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1𝑎𝑛𝑑0 ≤ 𝑦 ≤ 10,    𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒 ，

求其機率𝑃(𝑋 > 0.25,𝑌 > 0.5)，(其中 k 為常數) 


ହ଼ 

ଽଵ଺ 
ସହ଺ସ 

଻ହଵଶ଼ 
 
 

 
 求複變函數積分∮ ( ୡ୭ୱ௛௭(௭ିగ) య − ୱ୧୬మ௭(ଶ௭ିగ)య஼ 𝑑𝑧，其中積分路徑 C 為逆時鐘方向繞圓周|𝑍| = 3。 


గସ 𝑖 −గସ 𝑖 

గଶ 𝑖  −గଶ 𝑖 
 
 

 
 求複變函數積分∮ ௭(௭ାଵ)(௭మାଵ)஼ 𝑑𝑧，其中積分路徑C為逆時鐘方向繞橢圓周 16x2 + y2 = 4。 

2𝜋𝑖 −2𝜋𝑖 𝜋𝑖 −𝜋𝑖 
 
 

 
 複變函數𝑓(𝑧) = 𝑧ଶସ − 3𝑧ଶ଴ + 4𝑧ଵଶ − 5𝑧଺，求𝑓 ቀଵା௜√ଶ ቁ=？ 

5𝑖 4𝑖 3𝑖 2𝑖 



公職王歷屆試題  （109 地方特考） 

共8頁 第8頁       全國最大公教職網站 https://www.public.com.tw 

 
 

 
 Z 為一複數，若𝛤是平面中一個包含原點 z=0 之封閉路徑，ර ୡ୭ୱ(௭)௭௰ 𝑑𝑧 =？ 

 0 −𝑖2𝜋 2𝜋 𝑖2𝜋 
 
 

 
 曲線 C 為平面上一個正向簡單封閉路徑，則∮ 𝑥𝑐𝑜𝑠(2𝑦)𝑑𝑥௖ − 𝑥ଶ sin(2𝑦)𝑑𝑦 =？ 

4𝑥 sin(2𝑦) 2𝑥 sin(2𝑦)  0 
ଵଶ (𝑥ଶ cos(2𝑦) + 𝑥ଶ cos(2𝑦)) 

 
 

 
 令一曲線 C 為𝑥 = 𝑡ଶ,𝑦 = −𝑡, 𝑧 = 𝑡ଶ, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1，則׬ 𝑥ଶ௖ 𝑑𝑥 − 𝑦𝑧𝑑𝑦 + 𝑒ଶ𝑑𝑧=？ 

𝑒 + ଵଵଶ 𝑒 − ଵଵଶ 𝑒 − ଵଵଵଶ 𝑒 + ଵଵଵଶ 
  下表所示為 x 及 y 機率質量函數(probability mass function,PMF)，則 x 與 Y 之共變異數

COV(X,Y ) = ? 
 x1 = 1 x1 = 0 x1 =–1 
y1 = 0 0 1/4 1/4 
y2 =–1 1/4 1/4 0 


ଵସ −ଵଶ –1  1 
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