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110 年公務人員高等考試三級考試試題 
類  科：統計 
科  目：統計學 
 
參考值： 
Z0.025=1.96，Z0.05=1.645，zo.1=1.28， 
t0.025,8=2.306，t0.025,9=2.262，t0.025,10=2.228，t0.05,8=1.860，t0.05,9=1.833，t0.05,10=1.812 
F0.025,2,8=6.059，F0.025,4,8=6.053，F0.05,2,8=4.459，F0.05,4,8=3.838 
 
一、令 X1 與 X2 為具獨立同分布、期望值 1/λ 的指數(exponential)隨機變數。 

令 Y1=X1-X2 以及=Y2=X2。(每小題 10 分，共 20 分) 
試求 Y1 與 Y2 之聯合機率密度函數。 
試求 Y1 之邊際機率密度函數。 

《考題難易》：★★ 

《解題關鍵》：雙變數函數之變數變換  

《命中特區》：吳迪著統計學 P4-21~P4-22 

【擬答】： 
(X1,X2) iid exp(𝜆) 𝑓(𝑋ଵ, 𝑋ଶ) = 𝑓(𝑋ଵ)𝑓(𝑋ଶ) = 𝜆𝑒ିఒభ, 𝜆𝑒ିఒమ = 𝜆ଶ𝑒ିఒ(భାమ), 𝑋ଵ > 0, 𝑋ଶ > 0 ൜𝑌ଵ = 𝑋ଵ − 𝑋ଶ𝑌ଶ = 𝑋ଶ ⇒ ൜𝑋ଵ = 𝑌ଵ + 𝑌ଶ𝑋ଶ = 𝑌ଶ  

𝐽 = 𝜕(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜕(𝑦ଵ, 𝑦ଶ) = ተተ𝜕𝑋ଵ𝜕𝑦ଵ 𝜕𝑋ଵ𝜕𝑦ଶ𝜕𝑋ଶ𝜕𝑦ଵ 𝜕𝑋ଶ𝜕𝑦ଶ
ተተ 

= ቚ1 10 1ቚ = 1 

⇒ 𝑓(𝑦ଵ, 𝑦ଶ) = 𝜆ଶ𝑒ିఒ(௬భାଶ௬మ),  𝑦ଵ + 𝑦ଶ > 0 𝑦ଶ > 0  

 
𝑦ଵ < 0 𝑓(𝑦ଵ) = න 𝜆ଶ𝑒ିఒ௬భ. 𝑒ିଶఒ௬మ𝑑𝑦ଶஶ

ି௬భ  

= 𝜆ଶ𝑒ିఒ௬భ  1−2𝜆 𝑒ିଶఒ௬మ൨ ቚ ∞−𝑦ଵ 

= 𝜆2 𝑒ఒ௬భ 

𝑦ଵ ≥ 0 

f(y1)= 𝜆ଶ𝑒ିఒ௬భ𝑒ିଶఒ௬మ𝑑𝑦ଶஶ  

= 𝜆ଶ𝑒ିఒ௬భ  1−2𝜆 𝑒ିଶఒ௬మ൨ ቚ∞0  

y2 

y1+y2=0 

y1 
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= 𝜆2 𝑒ିఒ௬భ 

∴ 𝑓(𝑦ଵ) = ൞𝜆2 𝑒ିఒ௬భ, 𝑦ଵ ≥ 0𝜆2 𝑒ఒ௬భ, 𝑦ଵ < 0  

 
二、令 X1,X2,…Xn 為一組隨機抽自常態分配 )0, ( N 2σ 之樣本。假設 2

0
2 >1 σσ ，在顯著水準 0.05 下： 

試求檢定 2
0

2
0H σ=σ： VS. 2

1
2

1H σ=σ： 的最強力檢定(mostpowerfultest)。(10 分) 
試求檢定 2

0
2

0H σ=σ： VS.𝐻ଵ：𝜎ଶ > 𝜎ଶ的齊一最強力檢定( uniformly most powerful test)。 
(5 分) 
說明檢定 2

0
2

0H σ=σ： VS. 2
0

2
1H σ≠σ： 的齊一最強力檢定是否存在。(5 分) 

《考題難易》：★★★ 

《解題關鍵》：最強力檢定與概度比檢定 

《命中特區》：吳迪著統計學 P8-51~P8-53 

【擬答】： 
  2

0
2

0H σ=σ：  
    2

1
2

1H σ=σ：  (𝑋ଵ, 𝑋ଶ, … … , 𝑋) ~ N ),(0 2σ  𝐿(𝜎ଶ) = ∏ୀଵ 𝑓(𝑥ଵ；𝜎ଶ) = ( 1√2𝜋𝜎)𝑒ି∑సభ ೣభమమమ  

⇒ 𝐿(𝜎ଶ)𝐿(𝜎ଵଶ) = ( ଵ√ଶగఙబ)𝑒ି∑సభ ೣభమమభమ
( ଵ√ଶగఙభ)𝑒ି∑మసభ ೣభమమభమ

= (𝜎ଵ𝜎)𝑒(భమషబమ) ∑సభ ೣభమమబమభమ  

令
(ఙబమ)(ఙభమ) ≤ 𝐾 ⇒ (ఙభఙబ)𝑒(భమషబమ) ∑సభ ೣభమమభమభమ ≤ 𝐾 ⇒ 𝑒ି(భమషబమ) ∑మసభ భమమబమభమ ≤ (𝜎𝜎ଵ)𝐾 

〕〔－ K)(n
2

x)-(
n

1

0
2
1

2
0

2
1

n

1i

2
0

2
1

σ
σ≤

σσ

σσ



= 

 

⇒ ∑୬୧ୀଵ xଵଶ
σଶ ≥ (－ 2σଶ

σଵଶ − σଶ)ℓn〔(σ
σଵ)୬K〕 = k′ 

由 Neyman-Pearson Lemma 

此檢定最佳拒絕域為C = ｛
∑సభ ୶భమ

σబమ ｜
∑సభ ୶భమ

σబమ ≥ k′｝ 

其中 〕〔－ K)(n)
-

2('K n

1

0
2
0

2
1

2
0

σ
σ

σσ
σ=  由α 決定 

又 )n(x~
)0x(x

2
2
0

2
i

n

1i
2
0

2
1

n

1i

σ
=

σ


==

－

 

且 05.0=α  
由查表得𝐾′ = 𝜒ଶ.ହ(𝑛) 
由此拒絕域所做的檢定稱為最強力檢定 

iid
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  2
0

2
0H σ=σ：  

    𝐻ଵ：𝜎ଶ > 𝜎ଶ 
由 

又在 011H σσ ＞： 的條件下，此最佳拒絕域只有跟 0σ 有關，與 1σ 無關，所以在 011H σσ ＞： 中的

每一點均以此拒絕域為最佳拒絕域，即以此拒絕域C = ｛
∑సభ ୶మ

σబమ ｜
∑సభ ୶మ

σబమ ≥ k′｝所做的檢

定稱為齊一最強檢定(UMPT)。 
  2

0
2

0H σ=σ：  
    2

0
2

1H σ≠σ：  
在 0H 條件下 2

0
2ˆ σ=σ  

在 10 HH  條件下 2σ̂ 的 MLE 為
ଵ 〔∑ୀଵ (𝑥－�̄�)ଶ〕存在 

且
)ˆL(

)L(

MLE
22

2
0

2

σ=σ
σ=σ=λ  

令 K≤λ ， 
由得知可以得到一個最佳拒絕域 C 
由此最佳拒絕域所做的檢定稱為概度比檢定(LRT) 

 
三、以下是(X,Y)兩變數之觀測資料： 

X 11 9 14 10 12 15 7 5 13 8 6 
Y 7.46 6.77 12.74 7.11 7.81 8.84 6.08 5.39 8.15 6.42 5.73 

以下考慮皮爾森相關係數(Pearson’scorrelationcoefficient r)與皮爾曼等級相關係數(Spearman's 
rank correlationcoefficient rs)。 

試畫出(X,Y)之散布圖，並試計算 r 與 rs。(10 分) 
試刪去本數據中之離群子後，重新計算 r 與 rs。(5 分) 
試問 r 與 rs何者容易受離群子影響?(5 分) 

《考題難易》：★★ 

《解題關鍵》：簡單迴歸分析與 spearman 等級相關 

《命中特區》：吳迪著統計學 P12-33 範例 21 

【擬答】： 
 

 

 

𝛴𝑋 = 110, 𝛴𝑋ଶ = 1210 𝛴𝑌 = 82.5, 𝛴𝑌ଶ = 659.9762 𝛴𝑋𝑌 = 879.97 

5 10 15 

5 

10 

15 

X 

y 
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𝑟 = 𝛴𝑋𝑌 − (ఀ)(ఀ)ට𝛴𝑋ଶ − (ఀ)మ ට𝛴𝑌ଶ − (ఀ)మ  

= 879.97 − ଵଵ×଼ଶ.ହଵଵට1210 − ଵଵమଵଵ ට659.9762 − ଼ଶ.ହమଵଵ  

=0.8163 
 
 

R 11 
(7) 

9 
(5) 

14 
(10) 

10 
(6) 

12 
(8) 

15 
(11) 

7 
(3) 

5 
(1) 

13 
(9) 

8 
(4) 

6 
(2) 

S 7.46 
(7) 

6.77 
(5) 

12.74 
(11) 

7.11
(6) 

7.81
(8) 

8.84
(10) 

6.08
(3) 

5.39 
(1) 

8.15 
(9) 

6.42
(4) 

5.73
(2) 

d-R-S 0 0 -1 0 0 1 0 0 0 0 0 r௦ = 1 − 6𝛴𝑑ଶ𝑛(𝑛ଶ − 1) 

= 1 − 6[(−1)ଶ + 1ଶ]11(11ଶ − 1) = 0.9909 

 
離群值(14,12.74)刪除後資料如下： 

X 
(R) 

11 
(7) 

9 
(5) 

10 
(6) 

12 
(8) 

15 
(11) 

7 
(3) 

5 
(1) 

13 
(9) 

8 
(4) 

6 
(2) 

Y 
(S) 

7.46 
(7) 

6.77 
(5) 

7.11 
(6) 

7.81 
(8) 

8.84 
(10) 

6.08 
(3) 

5.39 
(1) 

8.15 
(9) 

6.42 
(4) 

5.73 
(2) 

d-R-S 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 
𝛴𝑋 = 96, 𝛴𝑋ଶ = 1014 𝛴𝑌 = 69.76 , 𝛴𝑌ଶ = 497.6686 𝛴𝑋𝑌 = 701.61 

𝑟 = 𝛴𝑋𝑌 − (ఀ)(ఀ)ට𝛴𝑋ଶ − (ఀ)మ ට𝛴𝑌ଶ − (ఀ)మ  

= 701.61 − ଽ×ଽ.ଵඨ1014 − ଽమଵ ට497.6686 − ଽ.మଵ  

=0.9992 

𝑟ௌ = 1 − ఀௗమ(మିଵ) = 1 − ×ଵ(ଵమିଵ) 
=1 
 r 比 rs容易受離群值的影響 
因為 r 相差 0.9992-0.8163=0.1892 
rs相差 1-0.9992=0.0008 
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四、甲公司之零件製造部門有三台機器，輪流由五名員工(ABCDE)負責操作。李主任擬研究不同

機器以及不同員工之生產量是否不同。以下是隨機抽取之生產量資料： 
 機器一 機器二 機器三 

員工 A 31 25 35 
員工 B 33 26 33 
員工 C 28 24 30 
員工 D 30 29 28 
員工 E 28 26 27 

試寫出 ANOVA 表(Analysis of VarianceTable。(5 分) 
在顯著水準 0.05 下，試檢定不同機器之生產量是否不同。(5 分) 
在顯著水準 0.05 下，試檢定不同員工之生產量是否不同。(5 分) 
試寫出模型假設。(5 分) 

《考題難易》：★ 

《解題關鍵》：變異數分析隨機集區設計 

《命中特區》：吳迪著統計學 P9-38 範例 17 

【擬答】： 
 

機器 

員工 
一 二 三 和  

A 31 25 35 91 T1. 

B 33 26 33 92 T2. 

C 28 24 30 82 T3. 

D 30 29 28 87 T4. 

E 28 26 27 81 T5. 

和 150 

T.1 

130 

T.2 

153 

T.3 

433 

T.. 

 

  𝑋ଶ = 31ଶ + 25ଶ+. . . +27ଶ = 12639 

r=5，c=3，N=15 

SST=∑ ∑ 𝑋ଶ − ்..మே = 12639 − ସଷଷమଵହ = 139.73 

SSR=ଵ ∑ 𝑇.ଶୀଵ − ்..మே  = 13 (91ଶ + 92ଶ + 82ଶ + 87ଶ + 81ଶ) − 433ଶ15 = 33.73 

SSC=ଵ ∑ 𝑇.ଶୀଵ − ்..మே  

=ଵହ (150ଶ + 130ଶ + 153ଶ) − ସଷଷమଵହ = 62.53 

SSE=SST-SSR-SSC=43.47 
ANOVA 表 

來源 SS df MS F 值 
員工 
機器 
誤差 

33.73 
62.53 
43.47 

4 
2 
8 

8.4325 
31.265 
5.43375 

F1=1.552 
F2=5.754 

總變異 139.73 14   
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 Ho：不同機器生產量相同 
 H1：不同機器生產量不同 𝛼 = 0.05 

拒絕域𝐶 = {𝐹|𝐹 > 𝐹.ହ(2,8) = 4.459} 
檢定統計量𝐹 = 5.754 ∈ 𝐶 ⇒ 𝑅𝑒𝐻 

結論：有證據顯示不同機器生產量不同 
 

 Ho：不同員工生產量相同 
 H1：不同員工生產量不同 𝛼 = 0.05 

拒絕域𝐶 = {𝐹|𝐹 > 𝐹.ହ(4,8) = 3.838} 
檢定統計量𝐹 = 1.552 ∉ 𝐶 ⇒ 𝑛𝑜𝑡 𝑅𝑒𝐻 

結論：沒有證據顯示不同員工生產量不同 
 Xij=μ+αi+βj+εij,   εij~ 𝑁(0, 𝜎ଶ) 

i=1,2,…,r    j=1,2…,c 
其中𝛼為列效果 𝛽為行效果 𝜀為隨機誤差 

 
 
五、乙公司從 2018 年第一季至 2020 年第四季之銷售量如下表所示： 

 第一季 第二季 第三季 第四季 

2018 1,600 2,500 2,800 2,970 
2019 2,100 3,100 3,650 3,350 
2020 2,250 3,250 3,840 3,860 

假設該公司近年第一至四季的季節指數分別為 74.720、103.978、123.761、97.540。 
試計算去除季節因子之銷售量。(5 分) 
考慮簡單線性模型 tt ety +β+α= ，試求出去除季節因子之銷售量的趨勢估計式，並在 0.05
顯著水準下檢定斜率是否為零。(10 分) 
試預測 2021 年第一至四季之銷售量。(5 分) 

《考題難易》：★★ 

《解題關鍵》：時間序列及季節指數 

《命中特區》：吳迪著統計學 P13-4~P13-7 

【擬答】： 
去除季節因子之銷售量 𝑌௧∗ = 𝑌௧𝑆௧ × 100 

其中 St為季節指數，則銷售量如下 
 第一季 第二季 第三季 第四季 

2018 2141 2404 2262 3045 
2019 2810 2981 2949 3434 
2020 3011 3126 3103 3957 

𝑌௧ = 𝛼ො + 𝛽መ t 
t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
Y 2141 2404 2262 3045 2810 2981 2949 3434 3011 3126 3103 3957
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𝛴𝑡 = 78，𝛴𝑡ଶ = 650 𝛴𝑌 = 35223，𝛴𝑌ଶ = 106147639 𝛴𝑡𝑌 = 245942 

𝛽መ = ఀ௧ି()(ೊ)ఀ௧మି()మ  

= 245942 − ଼×ଷହଶଶଷଵଶ650 − ଼మଵଶ = 118.829 

𝛼ො = 𝑌ത − 𝛽መ𝑡̅ = 3522312 − 118.829 × 7812 = 2162.8615 𝑌௧ = 2162.8615 + 118.829𝑡 
 0：Ho =β   
 0： H1 ≠β  𝛼 = 0.05 
拒絕域 C=൛𝑡ඃ𝑡 > 2.228 或𝑡 < −2.228ൟ 𝑆𝑆௧ = 𝛴𝑡ଶ − (𝛴𝑡)ଶ𝑛 = 650 − 78ଶ12 = 143 

MSE=ௌௌாିଶ = ఀమିఈෝఀିఉఀ௧ିଶ  = 106147639 − 2162.8615 × 35223 − 118.829 × 24594212 − 2  

=74012.64675 
檢定統計量 𝑡 = 𝛽መ − 𝛽ටெௌாௌௌ௫ = 118.829 − 0ටସଵଶ.ସହଵସଷ  

=5.223∈C⇒ReH0 
結論：有證據顯示斜率不為零 

𝑌௧ = 2162.8615 + 118.829𝑡 

 2021 年第一季 t=13 代入 𝑌 = 2162.8615 + 118.829 × 13 = 3707.6385 

銷售量為3707.6385 × ସ.ଶଵ = 2770 

 2021 年第二季 t=14 代入 𝑌 = 2162.8615 + 118.829 × 14 = 3826.4675 

銷售量為3826.4675 × ଵଷ.ଽ଼ଵ = 3979 

 2021 年第三季 t=15 代入 𝑌 = 2162.8615 + 118.829 × 15 = 3945.2965 

銷售量為3945.2965 × ଵଶଷ.ଵଵ = 4883 

 2021 年第四季 t=16 代入 𝑌 = 2162.8615 + 118.829 × 16 = 4064.1255 

銷售量為4064.1255 × ଽ.ହସଵ = 3964 
 


