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110 年特種考試地方政府公務人員考試試題 

等  別：三等考試 

類  科：統計 

科  目：統計學 

吳迪老師 

一、令 X, Y 的 聯 合 機 率 密 度 函 數 （ Joint probability density function ） 為 f(x, y) = cye-x2/2, 

0 < y2 < x < ∞。求 c 使得 f(x, y)符合聯合機率密度 函數的要求；並求 X, Y 的邊際機率密度函數

（Marginal probability density function），fX(x)、 fY(y)、以及 E(X)、Var(X)。（25  分） 

《考題難易》★★★ 

《破題關鍵》聯合機率密度函數求邊際機率函數及期望值及變異數 

【擬答】 

∬ 𝑓(𝑋, 𝑌)𝑑𝑦𝑑𝑥 = 1 

→ ∫ ∫ 𝑐𝑦𝑒−
𝑋2

2

√𝑋

−√𝑋

∞

0

𝑑𝑦𝑑𝑥 

     = ∫ 𝑐𝑒−
𝑋2

2  
1

2
𝑦2∞

0
|

𝑦=√𝑋 

𝑦=−√𝑋
𝑑𝑥                               

= ∫ 𝑐𝑒−
𝑋2

2

∞

0

 
1

2
(𝑋 − 𝑋)𝑑𝑥 = 0 ≠ 1 

∴沒有 c 符合𝑓(𝑋, 𝑌)為聯合 

  機率密度函數 

 

二、令 Xi , i = 1,2, … , n 為幾何分配 Geo(p)的隨機樣本，請證明以動差法及最大概似估計法求得

之 p 的估計式是相同的。請定義充分統計量，並回答該估計式是否為 p 的充分統計量？（20    

分）  

《考題難易》 ★★★ 

《破題關鍵》：求動差估計式,最大概似估計式及充分統計量為常考題型 

【擬答】 

(𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛) 
𝑖𝑖𝑑
~

 𝐺𝑒𝑜(𝑃) 

{

𝑚1 = 𝑥̅               

𝜇1 = 𝐸(𝑋) =
1

𝑃

 

∵ 𝑚1 = 𝜇1 → 𝑥̅ =
1

𝑃
→ 𝑃̂𝑀𝑀𝐸 =

1

𝑋̅
 

又L(𝑃) =
𝑛
𝜋

𝑖 = 1
𝑓(𝑋𝑖；P) 

= [(1 − 𝑃)𝑋1−1 𝑃] x ⋯ x [(1 − 𝑃)𝑋𝑛−1 𝑃]  

= (1 − 𝑃)

𝑛
Σ

𝑖=1
𝑋𝑖−n

 𝑃𝑛 

y 

x 

y = √x 

y = −√x 
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→ ℓ𝑛L(𝑃) = (
𝑛
Σ

𝑖 = 1
𝑋𝑖 − n) ℓ𝑛(1 − 𝑃) + 𝑛ℓ𝑛𝑃 

→
𝜕ℓ𝑛L(𝑃)

𝜕𝑃
=

𝑛
Σ

𝑖 = 1
𝑋𝑖 − n

1 − 𝑃
(−1) +

𝑛

𝑃
= 0 

→
𝑛

𝑃
=

𝑛
Σ

𝑖 = 1
𝑋𝑖 − n

1 − 𝑃
 

→ n − nP = P
𝑛
Σ

𝑖 = 1
𝑋𝑖 − 𝑛𝑃 

→ P =
1

𝑋̅
 

且
𝜕2ℓ𝑛L(𝑃)

𝜕𝑃2 | 𝑃 =
1

𝑋̅
< 0 

∴ 𝑃̂𝑀𝐿𝐸 =
1

𝑋̅
 

即𝑃̂𝑀𝑀𝐸 = 𝑃̂𝑀𝐿𝐸 

 

(𝑋1, 𝑋2 ⋯ , 𝑋𝑛) 
𝑖𝑖𝑑
~

 𝑓(𝑋；θ) 

設T(𝑋)為一個統計量，則T(𝑋)的條件機率分配與母數θ無關， 

即P(𝑋1 = 𝑥1, 𝑋2 = 𝑥2, ⋯ , 𝑋𝑛 = 𝑥𝑛|T(𝑋) = 𝑡)與θ無關，則稱T(𝑋)為θ的充分統計量 

又𝑓(𝑋1, 𝑋2 ⋯ , 𝑋𝑛；P) =
𝑛
𝜋

𝑖 = 1
𝑓(𝑋𝑖；P) = (1 − 𝑃)

𝑛
Σ

𝑖=1
𝑋𝑖−n

 𝑃𝑛 

= (1 − 𝑃)

𝑛
Σ

𝑖=1
𝑋𝑖

(
𝑃

1 − 𝑃
)

𝑛

× 1 

= g (
𝑛
Σ

𝑖 = 1
𝑋𝑖；P) × ℎ(𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛) 

其中g (
𝑛
Σ

𝑖 = 1
𝑋𝑖；P) = (1 − 𝑃)

𝑛
Σ

𝑖=1
𝑋𝑖

(
𝑃

1−𝑃
)

𝑛

    , ℎ(𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛) = 1 

由 Fisher-Neyman 分解定理 

T(𝑋) =
𝑛
Σ

𝑖 = 1
Xi為 P 的充分統計量 

→ P̂ =
1

𝑋̅
=

𝑛
𝑛
Σ

𝑖=1
𝑋𝑖

=
𝑛

T(𝑋)
也為 P 的充分統計量 

 

三、假設 X 為二項分配 Bin(5, p)的一個隨機樣本，欲根據此隨機樣本檢定 H0: p = 0.2 vs. 

H1 : p = 0.8。 在 α = 的 顯 著 水 準 下 ， 求 最 強 力 檢 定 12O（most  powerful  test）     的棄卻域 

G，以及真正的型一錯誤率 P(X ∈ R|HO)，並求 G 的檢定力 (power)。 (25 分 ) 
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《考題難易》 ★★★ 

《破題關鍵》：求最強力檢定(MPT) 

【擬答】 

x~Bin(5, 𝑃) 

→ 𝑓(𝑥) = 𝐶𝑥
5𝑃𝑥(1 − 𝑃)5−𝑥, 𝑥 = 0,1,2,3,4,5 

{
𝐻0：P = 0.2

𝐻1：P = 0.8
 

x 0 1 2 3 4 5 

𝑓(𝑥|𝑃 = 0. 2) 0.32768 0.4096 0.2048 0.0512 0.0064 0.00032 

𝑓(𝑥|𝑃 = 0. 8) 0.00032 0.0064 0.0512 0.2048 0.4096 0.32768 

α =
1

120
= 0.00833 

令C1 = {𝑥|𝑥 = 4} , C2 = {𝑥|𝑥 = 5} 

因C1, C2均滿足型 I 錯誤之機率小於
1

120
，但C1的 power 比較大 

所以C4為最佳拒絕域,以C4為拒絕域所做的檢定為最強力檢定(MPT) 

棄卻域G：{𝑋|𝑋 = 4} 

真正的型 I 錯誤  𝑃(𝑥 ∈ 𝑅|𝐻0) = 0.0064 

G的檢定力(power) = 0.4096 
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四、隨機樣本 Xij ~N( θi , σ
2

), i = 1, 2, 3, 4, j = 1,2, … , 10。樣本觀察值的敘述性統計如下表： 

i 1 2 3 4 

平均數 7 6 11 8 

標準差 2.75 2.21 2.62 2.54 

在 α = 5%的顯著水準下，請完成下列假說檢定。 

 H
O

: θi = θ for all i vs. H1: θi ≠ θ for some i。  (20 分) 

 H
O

: θ
2 − θ

3 + θ
4 = 0 vs. H

1
: θ

2 − θ
3 + θ

4 ≠ 0。  (20 分) 

《考題難易》 ★★ 

《破題關鍵》：單因子變異數分析及平均數線性組合的檢定 

【擬答】 

 

{
𝐻0：θ𝑖 = θ for all       

𝐻1：θ𝑖 ≠ θ for some 𝑖
 

SST = SSTR + SSE 

X̅.. =
7 + 6 + 11 + 8

4
= 8 

 

SSTR = Σ𝑛𝑖(X̅𝑖 − X̅..)
2 

= 10(7 − 8)2 + 10(6 − 8)2 + 10(11 − 8)2 + 10(8 − 8)2 = 140 

 

SSE = Σ(ni − 1)S𝑖
2 

= (10 − 1) × 2.752 + (10 − 1) × 2.212 + (10 − 1) × 2.622 + (10 − 1) × 2.542

= 231.8634 

 

SST = SSTR + SSE = 371.8634 

ANOVA 表 

來源 SS df MS F值 

組間 

組內 

140 

231.8634 

3 

36 

46.67 

6.44 

F = 7.2469 

總變異 371.8634 39  

α = 0.05 

拒絕域C = {𝐹|𝐹 > 𝐹0.05(3.36) = 2.61} 

𝐹 = 7.2469 ∈ C → ReHo 

結論：有證據顯示θ𝑖 ≠ θ for some i 

 

{
𝐻0：θ2 − θ3 + θ4 = 0

𝐻1：θ2 − θ3 + θ4 ≠ 0
 

α = 0.05 

拒絕域C = {𝑡 > 2.0301 或 t < −2.0301} 
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t =
X̅2 − X̅3 + X̅4

√𝑀𝑆𝐸 (Σ
𝐶𝑖2

𝑛𝑖
)

=
6 − 11 + 8

√6.44 [
12

10 +
(−1)2

10 +
12

10]

= 2.1583 ∈ C → ReHo 

結論：有證據顯示θ2 − θ3 + θ4 ≠ 0 
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