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113 年公務人員普通考試試題 

等 別：四等 
類 科：土木工程 
科 目：材料力學概要 邱鴻昇老師解題 
 
一、已知懸臂梁在自由端承受一垂直集中載重 P 時，載重點的傾角為 PL2/（2EI），垂直位移為

PL3/（3EI）。試以此結果出發，令 EI 為梁之撓曲剛度，求（圖 1a）自由端之傾角與位移，

依據此結果，在（圖 1b）中，以右端點 c 之支承反力 Rc為贅餘力，計算固定端之支承反力

Ma與 Ra，以及梁右端點 c 逆時針旋轉之傾斜角 θc。（25 分） 

 
【解題關鍵】 
《考題難易》★★ 
《破題關鍵》圖 1a，P 力右方桿件無彎曲，可由基本變位公式延伸求得自由端變位。  
【擬答】 

[解一]計算圖 1a 自由端之傾角與位移 
 
計算 P 力處，垂直位移𝜹𝑷及傾角𝜽𝑷 𝛿௉ ൌ ௉∙ሺௗሻయଷாூ   𝜃௉ ൌ ௉∙ሺௗሻమଶாூ   

計算自由端垂直位移𝜹𝑭及傾角𝜽𝑭 𝛿ி ൌ 𝛿௉ ൅ 𝜃௉ ∙ 𝐿௔ ൌ ௉∙ሺௗሻయଷாூ ൅ ௉∙ሺௗሻమଶாூ ∙ 𝐿௔  𝜃ி ൌ 𝜃௉ ൌ ௉∙ሺௗሻమଶாூ   

 
[解二]計算圖 1b 固定端之支承反力 Ma與 Ra，以及梁右端點 c 逆時針旋轉之傾斜角 θc 

 
計算 P 力造成自由端之變位𝜹𝑭,𝑷 𝛿ி,௉ ൌ ௉∙ሺ௅/ଶሻయଷாூ ൅ ௉∙ሺ௅/ଶሻమଶாூ ∙ 𝐿௔ሺ↓ሻ  

計算贅餘力𝑹𝑪造成自由端之變位𝜹𝑭,𝑹 𝛿ி,ோ ൌ ோ಴∙ሺ௅ೌሻయଷாூ ሺ↑ሻ  
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由諧和變位法求𝑹𝑪 𝛿ி,௉ െ 𝛿ி,ோ ൌ 0 ⟹ ௉∙ቀಽమቁయଷாூ ൅ ௉∙ቀಽమቁమଶாூ ∙ 𝐿௔ െ ோ಴∙ሺ௅ೌሻయଷாூ ൌ 0 ，得𝑅஼ ൌ ଶ௉௅యାଷ௉௅మ∙௅ೌଵ଺௅యೌ ሺ↑ሻ 
計算支承反力𝑴𝒂及𝑹𝒂 𝑀௔ ൌ 𝑅஼ ∙ 𝐿௔ െ 𝑃 ∙ ௅ଶ ൌ ଶ௉௅యାଷ௉௅మ∙௅ೌଵ଺௅మೌ െ 𝑃 ∙ ௅ଶ  𝑅௔ ൌ 𝑃 െ 𝑅஼ ൌ ଵ଺∙௉∙௅యೌି൫ଶ௉௅యାଷ௉௅మ∙௅ೌ൯ଵ଺௅యೌ   

計算 c 點傾斜角𝜽𝒄 𝜃௖ ൌ ோ಴∙௅మೌଶாூ െ ௉∙ሺ௅/ଶሻమଶாூ ൌ ோ಴∙௅మೌଶாூ െ ௉∙௅మ଼ாூ    
 Ans： 

  𝑀௔ ൌ ଶ௉௅యାଷ௉௅మ∙௅ೌଵ଺௅మೌ െ 𝑃 ∙ ௅ଶ 
  𝑅௔ ൌ ଵ଺∙௉∙௅యೌି൫ଶ௉௅యାଷ௉௅మ∙௅ೌ൯ଵ଺௅యೌ ሺ↑ሻ 
  𝜃௖ ൌ ோ಴∙௅మೌଶாூ െ ௉∙௅మ଼ாூ ， 𝑅஻  ൌ 3,240ሺ𝑁ሻሺ←ሻ 

 
二、一橫梁由彈性材料所組成，兩端固定，如（圖 2）所示，斷面為高 30mm、寬 20mm 之矩形，

其彈性係數為 E=60000MPa，熱膨脹係數為 α=1.2×10-5 (1/℃)。此時若將梁上方溫度提高 5℃，

且將梁下方溫度提高 15℃，假設升溫前，梁未受力，試問升溫後，牆壁給梁之支承軸力 F 
與彎矩 M 為何？（25 分） 

 
（圖 2） 

【解題關鍵】 
《考題難易》★★★ 
《破題關鍵》 

溫度變化造成旋轉角𝑑𝜃，係較常忽略之題型，破題關鍵𝑑𝜃 ൌ ఈ∆்ௗ௫௛ ，其餘均為常見之計算。 

【擬答】 
將右端支承反力化為贅力𝑹𝑩及𝑴𝑩 

溫差造成右端旋轉角：1 ∙ 𝜃஻,ଵ ൌ 𝑚׬ ఈ∆்ௗ௫௛ ൌ ଵ.ଶ∙ଵ଴షఱ∙ሺଵହିହሻ∙௅ଷ଴ ൌ 4 ∙ 10ି଺ ∙ 𝐿 

贅力𝑀஻造成右端旋轉角：1 ∙ 𝜃஻,ଶ ൌ ׬ ெಳ∙௠ாூ 𝑑𝑥 ൌ ெಳ௅ாூ  
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溫差造成桿件伸長量：∆ଵൌ 𝛼 ∙ ቀହାଵହଶ ቁ ∙ 𝐿 ൌ 1.2 ∙ 10ିହ ∙ ሺ10ሻ ∙ 𝐿 ൌ 1.2 ∙ 10ିସ ∙ 𝐿 

贅力𝑅஻造成桿件伸長量：∆ଶൌ ோಳ∙௅஺ா  

由諧和變位法，求支承反力𝑭𝑩及𝑴𝑩 𝐼 ൌ ଶ଴∙ଷ଴యଵଶ ൌ 45000ሺ𝑚𝑚ସሻ ，𝐴 ൌ 30 ∙ 20 ൌ 600ሺ𝑚𝑚ଶሻ 
由諧和變位法：𝜃஻,ଵ ൌ 𝜃஻,ଶ   ⟹𝑀஻ ൌ 4 ∙ 10ି଺ ∙ 𝐸𝐼 得𝑀஻  ൌ 10,800ሺ𝑁 െ𝑚𝑚ሻ൫順൯ 
由諧和變位法：∆ଵൌ ∆ଶ  ⟹ 𝐹஻ ൌ 1.2 ∙ 10ିସ ∙ 𝐴𝐸 得𝐹஻  ൌ 3,240ሺ𝑁ሻሺ←ሻ 

 
 

 
Ans：𝑀஻  ൌ 10,800ሺ𝑁 െ𝑚𝑚ሻ ， 𝐹஻  ൌ 3,240ሺ𝑁ሻሺ←ሻ 
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三、一左右對稱之箱型梁由兩種材料所製成，斷面尺寸如圖 3 所示。此斷面在 z-軸向承受一純彎

矩 MZ，若材料 1 與材料 2 為相同材料，試求中性軸（也就是 z-軸）距離底緣的高度 c。若材

料 2 的彈性係數 E2 為材料 1 的彈性係數 E1 之兩倍，E2=2E1，則中性軸距離底緣的高度又為

何？（25 分） 

 
（圖 3） 

【解題關鍵】 
《考題難易》★★ 
《破題關鍵》複合材料轉換斷面考題，屬標準題型，注意斷面轉換係數即可。 
【擬答】 
𝑬𝟏 ൌ 𝑬𝟐時，計算斷面中性軸位置𝐜。 𝑐 ൌ ଵ଴∙ଵଶ଴∙ሺ଺଴ሻ∙ଶା଼଴∙ଵଶ∙ሺ଺ሻା଼଴∙ଵ଼∙ሺଵଵଵሻଵ଴∙ଵଶ଴∙ଶା଼଴∙ଵଶା଼଴∙ଵ଼ ൌ 64.5𝑚𝑚 (距底部) 

 
𝟐𝑬𝟏 ൌ 𝑬𝟐時，計算斷面中性軸位置𝐜。 

斷面轉換係數𝑛 ൌ 𝑬𝟐𝑬𝟏 ൌ 2 (材料 2 寬度放大 2 倍) 

𝑐 ൌ ଵ଴∙ଵଶ଴∙ሺ଺଴ሻ∙ଶାଵ଺଴∙ଵଶ∙ሺ଺ሻାଵ଺଴∙ଵ଼∙ሺଵଵଵሻଵ଴∙ଵଶ଴∙ଶାଵ଺଴∙ଵଶାଵ଺଴∙ଵ଼ ൌ 66𝑚𝑚 (距底部) 

 
 Ans： 

  𝐸ଵ ൌ 𝐸ଶ時，中性軸位置𝑐 ൌ 64.5𝑚𝑚 

  2𝐸ଵ ൌ 𝐸ଶ時，中性軸位置𝑐 ൌ 66𝑚𝑚 
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四、一水平梁承受強度為 qo 之均布載重，此梁為兩段式，左端固定，兩段之間為鉸接，右端為一

滾支承，如（圖 4a）所示。梁內正剪力與正彎矩方向定義如（圖 4b），試繪製相應之剪力圖

與彎矩圖。（25 分） 

 
                          （圖 4a）                  （圖 4b） 

 
【解題關鍵】 
《考題難易》★ 
《破題關鍵》靜定結構，善用取分離體技巧，可順利算出內力。 
【擬答】 
計算支承反力 

設固定端為 A 點，鉸接點為 B 點，輥支承為 C 點 
取 BC 分離體，列平衡方程式求 C 點支承反力𝑅஼ ∑𝑀஻ ൌ 0 ⟹ 𝑅஼ ∙ ௅ଶ ൌ 𝑞଴ ∙ ௅ଶ ∙ ቀ௅ସቁ，得𝑅஼ ൌ ௤బ∙௅ସ ሺ↑ሻ 
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由整體分離體，列平衡方程式求 C 點支承反力𝑅஼ ∑𝑀஺ ൌ 0 ⟹𝑀஺ െ 𝑞଴ ∙ ଷ௅ଶ ∙ ቀଷ௅ସ ቁ ൅ ௤బ∙௅ସ ∙ ቀଷ௅ଶ ቁ ൌ 0，得𝑀஺ ൌ ଷ௤బ∙௅మସ ൫順൯ 
∑𝐹௬ ൌ 0 ⟹ 𝑅஺ െ 𝑞଴ ∙ ଷ௅ଶ ൅ ௤బ∙௅ସ ൌ 0，得𝑅஺ ൌ ହ௤బ∙௅ସ ሺ↑ሻ 

 
繪製剪力彎矩圖 

 
 


